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Процессы колебаний сыпучих сред широко применяются в раз-

личных отраслях промышленного и пищевого производства для их 

уплотнения или разуплотнения, транспортирования, а также для абра-

зивной обработки деталей в движущейся сыпучей среде абразива. 
При моделировании движения сыпучей дискретной среды,  

могут использоваться такие наиболее распространенные методы фор-

мализации: 
– в виде материальной точки или их системы; 

– в виде материальной частицы или их системы; 

– сплошной деформируемой среды с различным проявлением ме-

ханических свойств; 
– сыпучей дискретной среды, как частного случая сплошной де-

формируемой среды 
Наиболее простым методом формализации есть формализация в 

виде материальной точки (например) [2]. Он предполагает постоян-

ство массы частицы, при этом не может учитывать взаимодействие 

между ними и влияние скорости движения частиц на их перемещения.  
Метод формализации сыпучей среды в виде сплошной деформиру-

емой предполагает, что сыпучая среда является континуальной. Ме-

тод позволяет учитывать взаимодействие между частицами в виде 

упругих, вязких либо пластичных составляющих внутренних сил со-

противления. При такой формализации наиболее распространено 

использование уравнения Навье-Стокса [1, 3]. К сожалению, точного 

корректного решения такого уравнения в аналитическом виде не су-

ществует. Кроме того, эта модель не отображает переменный характер 

плотности и вязкости среды в пространстве и времени. 
Таким образом наиболее перспективной является модель поведе-

ния сыпучей среды под действием вибрации, которая представляется 

в виде вязкой среды с четом начальных напряжений сдвига. Это обу-

словлено тем, что при колебательных движениях после нарушения 

статического равновесия наиболее активно проявляются вязкие со-

противления движению. Такой метод может использоваться для слу-

чая, когда рассматриваемый элемент среды превышает максимальный 

размер частиц хотя бы на порядок. 
При решении задач динамики движения сыпучей дискретной сре-

ды возникает необходимость составления уравнений его статики для 

обеспечения устойчивости решения.  
В общем случае для решения задач о статическом состоянии сыпу-

чей среды необходимо рассмотреть задачу распределения компонент 

напряжений и плотности среды в зависимости от начальных ее 
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свойств и геометрических характеристик рабочей камеры, в которой 

она находится, а также координат, в которых определяются компо-

ненты напряжений и плотностей. 
Для решения поставленных задач необходимо ввести допущения и 

упрощения, которые позволяют формализовать процесс: – исследова-

ния проводятся в Эйлеровой постановке с применением декартовой 

системы координат; – среда формализируется, как классическая сы-

пучая, частицы которой, как минимум, на порядок меньше размеров 

объемов в которых рассматриваются деформации и напряжения, при 

этом напряжения на границах контакта частиц не превышают гранич-

ных значений, которые приводят к их разрушению; – плотность сыпу-

чей среды и модуль ее динамической вязкости являются функциями 

координат і времени; – стенки рабочей камеры являются абсолютно 

твердыми, а угол внешнего трения сыпучей среды о них есть величи-

на постоянная.  
Плотность сыпучей среды в статическом состоянии на расстоянии 

от стенок  имеет вид [4]: 

, 

где 
0  –  начальная плотность; b  – эмпирический коэффициент; 

0 ,  ံ начальное напряжение сдвига и угол внутреннего трения сыпу-

чей среды; y  – вертикальная координата рассматриваемого объема.  

При этом в последнее уравнение должна войти функция изменения 

плотности как функция гидростатического давления: 
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Переменная функция вязкости сыпучей среды может быть принята 

в виде функции изменения плотности частиц: 2

0( ( ) )a b k c       

k     где   – плотность частицы сыпучей среды; 
0  – начальная 

плотность частицы сыпучей среды.  

Уравнения движения сыпучей среды имеют вид: 

Уравнение неразрывности среды: 
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где , ,U V W  – компоненты скоростей движения элементов среды. 

Уравнения динамики среды в выражениях скоростей движения и 

плотности с учетом массовых сил и сил возмущения: 
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Граничные и начальные условия: 
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Функции свободного члена , ,x y zF F F  – это некие составные выра-

жения из возмущающего действия и массовых сил.  

Вследствие задействования обозначений ,   как внутренних 

функций модели в Comsol, обозначения в исходных выражения заме-

нены:    ,    .  

Таким образом, возмущающее действие совместно с массовыми 

силами представляется выражениями: в проекции на горизонтальную 

продольную ось oz , вертикальную ось, в направлении которой со-

вершаются колебания oy  и горизонтальную поперечную ось ox :  
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где R  – радиус контейнера; a ,   – амплитуда и угловая скорость 

колебаний;   – коэффициент неравномерности амплитуд колебаний в 

поперечном направлении;   – угол наклона продольной оси контей-

нера к горизонту.  

Решение задачи с использованием метода конечных элементов 

(FEM) в среде Comsol, позволило получить функции распределения 

скоростей и плотностей элементов сыпучей среды в объеме. Пример 

графиков решений представлен на рисунке. 

 

 

Рис. Характер изменений компоненты вертикальных скоростей 

W сыпучей среды и ее плотности   при амплитуде колебаний 

0,01a м , угловой скорости 75 рад/с  , углах 0, 0    , 

начальной плотности 3750 кг/м  . 
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Таким образом показан способ решения задачи об определении 

скоростей движения и изменениях плотности вынужденных колеба-

ний сыпучей среды с переменным модулем ее вязкости в зависимости 

от параметров колебаний и механических свойств самой среды. 
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